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4 Modelo de lentes: Pinhole, Delgada y Gruesa
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ã Sistemas de Coordenadas involucradas
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3Modelo de Lente Pinhole

P(xw , yw , zw)

Centro Óptico

Eje Óptico

P(X,Y)

Plano Focal

Plano Imagen
f La información 3D del 

mundo se proyecta en el 
plano de la imagen a 

través del Centro Óptico 
situado a una distancia 

igual a la Distancia 
Focal del plano de la 

imagen.

El Eje Óptico es la 
línea perpendicular al 
plano de la imagen y 
que pasa por el centro 

óptico.

El Plano Focal es el 
plano que pasa por el 
centro óptico y cuyos 

puntos no tienen 
proyección en el 

plano de la imagen.
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4Modelo de Lente Pinhole

P(xw, yw , zw)

Centro Óptico

Eje Óptico

P(X,Y)

Plano Focal

Plano Imagen
f

La información 3D del mundo se 
proyecta en el plano de la imagen a 
través del Centro Óptico situado a una 
distancia igual a la Distancia Focal
del plano de la imagen.

El Eje Óptico es la línea perpendicular al 
plano de la imagen y que pasa por el 
centro óptico.

El Plano Focal es el plano que pasa por el centro 
óptico y cuyos puntos no tienen proyección en el plano 
de la imagen.
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5Modelo de Lente Pinhole
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6Modelo Ideal  o  de Lente Delgada

f f

P(xw, yw, zw)

P(X, Y)

d in dout

â Cuando se tiene una 
irradiación finita en el 
plano de la imagen.

â Produce las mismas 
ecuaciones de 
proyección.

â Ley de Gauss

fdd outin

111
=+

â Magnificación

m
d
dout
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7Modelo Ideal  o  de Lente Delgada

ã Los Rayos ópticos que pasan por el centro de la lente 
no sufren ninguna deflexión.

ã Los Rayos que entran paralelos al eje óptico de la lente 
convergen en un punto del eje óptico a una distancia 
igual a la distancia focal del centro de la lente.

f f

P(xw, yw, zw)

P(X, Y)

d in dout
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8Modelo Ideal  o  de Lente Delgada

ã Profundidad de Campo.

confusion
lente

out
campo circulo

apertura
ddprofundida Φ= 2

f f

P(xw , yw , zw )

P(X, Y)

Profundidad 
de campo

Círculo de 
confusión

Apertura de 
la lente

d
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9Modelo de Lente Gruesa

â Puntos de 
referencia
©Nodales
©Principales
©Focales

P(X, Y)

P(xw, yw, zw)

L.F. Posterior

α

α

Espesor

f f

P. F. Imagen

P.F. Objeto

L F. Frontal

dout d in

PN
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10Modelo de Lente Gruesa

â Puntos de 
referencia
©Nodales
©Principales
©Focales

•Para reducir las aberraciones que se producen en una lente, los 
sistemas de lentes constan de varios juegos de lentes coaxiales.

• Produce la misma proyección que el modelo 
ideal de lente, excepto por un offset adicional.

•El centro óptico es reemplazado por los 
puntos nodal delantero y trasero de la lente.

•Cualquier rayo luminoso que alcanza el punto nodal 
delantero, continúa su propagación emergiendo del punto 
nodal trasero sin cambiar su dirección.

P(X, Y)

P(xw, yw, zw)

L.F. Posterior

α

α

Espesor

f f

P. F. Imagen

P.F. Objeto

L F. Frontal

dout d in

PN
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11Modelo de Lente Gruesa

â Puntos de 
referencia
©Nodales
©Principales
©Focales

•Los puntos principales son dos puntos conjugados situados 
sobre el eje óptico, intersección sobre éste de los planos 
con magnificación unidad.

•Los puntos focales son dos puntos situados sobre el eje 
óptico y conjugados a puntos del infinito.

•Cuando el medio entre el objeto y la lente tiene el mismo índice de refracción 
que el medio entre la imagen y la lente, las distancias focales delantera y 
trasera son iguales y los puntos principales coinciden con los puntos nodales.

•La apertura del diafragma tiene como misión 
reducir las aberracciones ópticas.

P(X, Y)

P(xw, yw, zw)

L.F. Posterior

α

α

Espesor

f f

P. F. Imagen

P.F. Objeto

L F. Frontal

dout d in
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12Modelo de Lente Gruesa

ã Para reducir las aberraciones que se producen en una 
lente, los sistemas de lentes constan de varios juegos 
de lentes coaxiales.

ã Produce la misma proyección que el modelo ideal de 
lente, excepto por un offset adicional.

ã El centro óptico es reemplazado por los puntos nodal 
delantero y trasero de la lente.

ã Cualquier rayo luminoso que alcanza el punto nodal 
delantero, continúa su propagación emergiendo del 
punto nodal trasero sin cambiar su dirección.
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13Modelo de Lente Gruesa

ã Los puntos principales son dos puntos conjugados 
situados sobre el eje óptico, intersección sobre éste de 
los planos con magnificación unidad.

ã Los puntos focales son dos puntos situados sobre el eje 
óptico y conjugados a puntos del infinito.

ã Cuando el medio entre el objeto y la lente tiene el 
mismo índice de refracción que el medio entre la 
imagen y la lente, las distancias focales delantera y 
trasera son iguales y los puntos principales coinciden 
con los puntos nodales.

ã La apertura del diafragma tiene como misión reducir las
aberracciones ópticas.
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14Tabla de Contenidos

8 Modelo de lentes: Pinhole, Delgada y Gruesa

4 Parámetros del Modelo de Captación 

ëParámetros intrínsecos. Distorsiones

ëParámetros extrínsecos

ã Sistemas de Coordenadas involucradas

ã Proceso de Calibración
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15Parámetros del Modelo de Captación

ãParámetros Intrínsecos. Son los que describen 
la geometría y óptica del conjunto cámara y 
Tarjeta de Adquisición de Imágenes. Afectan al 
proceso que un rayo luminoso sigue desde que 
alcanza la lente del objetivo hasta que impresiona 
un elemento sensible.

ãParámetros Extrínsecos. Son aquellos que 
definen la orientación y la posición de la cámara, 
respecto a un Sistema de Coordenadas 
conocido, al que se llamará Sistema de 
Coordenadas del Mundo.
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16Parámetros Intrínsecos

ãDistancia focal.
ëSe define como la distancia que separa el centro 

óptico del plano de la imagen y está dada en mm.

ãFactores de Escala.
ëRelacionan las coordenadas en mm. del plano de 

la imagen, con las coordenadas en píxeles de la 
memoria de almacenamiento. 

ãPunto Principal.
ëEs el Punto de intersección entre el eje óptico de 

la cámara y el plano de la imagen.
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17Parámetros Intrínsecos

ãCoeficientes de Distorsión.
ëLa distorsión geométrica afecta a los puntos en el 

plano de la imagen; como resultado de una serie 
de imperfecciones en la fabricación y el montaje 
de las lentes que forman el sistema óptico.
ëLa cantidad de error de posición depende de la 

posición del punto en el plano de la imagen.

ëTres tipos de distorsión.
ïDistorsión Radial.
ïDistorsión Descentral.
ïDistorsión Prismática.
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18Parámetros Intrínsecos. Distorsiones

ãDistorsión Radial.
ëProvocada por defectos en la curvatura de 

las  lentes.

( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ]

d k X X Y O X Y

d k Y X Y O X Y

X r d d d d d

Yr d d d d d

= + +

= + +
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1
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,
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19Parámetros Intrínsecos. Distorsiones
Imagen sin Distorsión

Imagen con Distorsión
Radial   k1=-0.04

Imagen con Distorsión
Radial   k1=0.04
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20Parámetros Intrínsecos. Distorsiones

Distorsión Descentral.
ëProvocada por la falta de colinealidad de los 

centros ópticos.
ëProduce desplazamientos radiales y tangenciales.
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21Parámetros Intrínsecos. Distorsiones

Imagen sin Distorsión

Imagen con Distorsión
Descentral p1=0.0 ; p2=-0.04Imagen con Distorsión

Descentral   p1=0.0 ; p2=0.04
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22Parámetros Intrínsecos. Distorsiones

( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ]

d s X Y O X Y

d s X Y O X Y

X p d d d d

Y p d d d d

= + +

= + +

1
2 2 4

2
2 2 4

,
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ãDistorsión Prismática.
ëSe origina por las imperfecciones en las lentes 

durante su diseño y fabricación, así como en el 
montaje de la óptica en la cámara.

ëCausa desplazamientos radiales y tangenciales.
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23Parámetros Intrínsecos. Distorsiones

ãDistorsión Total.
ëAunque la distorsión descentral y la distorsión 

prismática tienen unos coeficientes similares, 
modelan dos tipos diferentes de distorsiones.
ëLas dos tienen diferentes ejes de máxima 

distorsión tangencial.
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Prismática Descentral Radial
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24Parámetros Extrínsecos de la Cámara

ãParámetros Extrínsecos. Son aquellos que 
definen la orientación y la posición de la cámara, 
respecto a un Sistema de Coordenadas 
conocido, al que se llamará Sistema de 
Coordenadas del Mundo. Tres parámetros 
definen el desplazamiento y otros parámetros 
definen la orientación.
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25Tabla de Contenidos

8 Modelo de lentes: Pinhole, Delgada y Gruesa

8 Parámetros del Modelo de Captación 

4 Sistemas de Coordenadas involucradas

ã Proceso de Calibración
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26Sistemas de Coordenadas
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27Sistemas de Coordenadas

Relación entre: las coor-
denadas del mundo y de 
la cámara
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28Sistemas de Coordenadas

Relación entre las coor-
denadas de la cámara y las 
centrales de la imagen 
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29Sistemas de Coordenadas

Relación entre las coordenadas 
centrales de la imagen:

Las teóricas (sin distorsión)
Las reales (con distorsión)
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30Sistemas de Coordenadas

Relación entre las coordenadas
laterales y centrales de la imagen ydyf

xdxf
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CxKx
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31Sistemas de Coordenadas
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32Sistemas de Coordenadas

Coordenadas centrales de la cámara en función de las 
coordenadas del mundo y de los parámetros del modelo
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33Sistemas de Coordenadas
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Coordenadas laterales de la cámara en función de las 
coordenadas del mundo y de los parámetros del modelo
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34Sistemas de Coordenadas

Relación matricial entre las coordenadas del mundo y las 
coordenadas laterales de la cámara (sin distorsión ). 
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35Sistemas de Coordenadas

Relación matricial entre las coordenadas del mundo y las 
coordenadas laterales de la cámara (sin distorsión ). 

Matriz de Proyección.
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36Sistemas de Coordenadas

Relación matricial entre las coordenadas del mundo y las 
coordenadas laterales de la cámara (sin distorsión ). 

Matriz de Proyección.
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37Tabla de Contenidos

8 Modelo de lentes: Pinhole, Delgada y Gruesa

8 Parámetros del Modelo de Captación 

8 Sistemas de Coordenadas involucradas

4 Proceso de Calibración

Visión  Tridimensional UPM DISAM

38Proceso de Calibración

ãCALIBRACIÓN: Determinación de los 
parámetros involucrados en el proceso de 
captación:
ëParámetros intrínsecos:

ïFactores de escala:Kx, Ky
ïDistancia focal: f

ïPunto principal: Cx, Cy
ïDistorsión: Dx, Dy

ëParámetros extrínsecos:
ïVector de traslación: T
ïMatriz de rotación: R
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39Proceso de Calibración

ãEtapas del proceso de calibración
ëEcuaciones del sistema: Modelo 

matemático
ëObtención de datos de campo : 

Proyección sobre la imagen de 
puntos 3D conocidos
ëDeterminación de los parámetros: 

Resolución de las ecuaciones con 
los datos de campo

Visión  Tridimensional UPM DISAM

40Proceso de calibración

Elemento de calibración
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41Proceso de Calibración

ãTécnicas aplicadas a la Fotogrametría.
ëSon necesarios métodos de calibración muy exactos.
ëSe emplean ópticas profesionales sin problemas de 

distorsiones.
ëConocimiento a priori de los parámetros intrínsecos.

ãTécnicas aplicadas a la Robótica y Automatización.
ëSon necesarios métodos rápidos y autónomos.
ëImágenes con menor resolución.
ëSe ven afectadas por muchos factores que de forma 

sistemática causan errores.

MÉTODOS  DE  CALIBRACIÓN

Visión  Tridimensional UPM DISAM

42Proceso de Calibración

ãTécnicas basadas en Modelos con significado físico
ëAproximación clásica de la fotogrametría
ëTransformación Lineal Directa (DLT) 
ëRestricción de Alineamiento Radial (RAC)
ëPunto de Desvanecimiento

ãTécnicas basadas en Modelos matemáticos

MÉTODOS  DE  CALIBRACIÓN
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43Proceso de Calibración

Técnicas basadas en Modelos con significado físico.

ëAproximación clásica de la fotogrametría.
ïTienen en cuenta las ecuaciones convencionales de

colinealidad del modelo pinhole de cámaras.
ïResuelve el problema planteado realizando una 

optimización no lineal, para ello son necesarios 
buenos datos iniciales.

ëTransformación Lineal Directa (DLT)
ïSe realiza una calibración en dos pasos.
þEn primer lugar se calculan los elementos de la Matriz 

de Proyección.
þA partir de ella se obtienen los parámetros intrínsecos 

y extrínsecos.

Visión  Tridimensional UPM DISAM

44Proceso de Calibración

Técnicas basadas en modelos con significado físico.

X
Y

X
Y

u

u

d

d

=

ëRestricción de Alineamiento Radial (RAC)

ïIncorpora únicamente la distorsión 
radial, manteniendose la relación.

ïSe necesita conocer inicialmente una serie de 
parámetros del conjunto cámara/tarjeta.
ïEl resto de los parámetros se obtiene de forma lineal.

ëPunto de Desvanecimiento
ïCalcula separadamente los parámetros 

intrínsecos y los extrínsecos.
ïMediante optimización no lineal se puede 

incorporar cualquier modelo de distorsión.
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45Proceso  de Calibración

ãTécnicas basadas en un modelo matemático.
ïNo se tiene ningún significado físico de la cámara.
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ïLa idea básica es la 
relación entre un punto 
del espacio 3D y la 
proyección de ese 
punto en la imagen 2D.

ïLa distorsión se 
compensa mediante 
interpolación.

ïComo inconveniente destacar la poca utilidad 
cuando se desarrollan sistemas activos de visión.
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46Proceso  de  Calibración

Transformación  Lineal  Directa (DLT)
ëObtención de los elementos de la matriz de proyección.

ïSin considerar las restricciones
ïConsiderando restricciones

ëCálculo de los parámetros intrínsecos y extrínsecos a 
excepción de la distorsión.

ëCálculo de la distorsión (si se modela).
ëCálculo de otros errores sistemáticos.
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47Proceso  de  Calibración

Transformación  Lineal  Directa (DLT)
ëObtención de los elementos de la matriz de proyección
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48Método de Transformación Lineal Directa

ëCalculo de la Matriz de Proyección sin considerar 
las restricciones.
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49Proceso  de  Calibración
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Transformación  Lineal  Directa (DLT)
ëCalculo de la Matriz de Proyección sin considerar las 

restricciones. Con  n puntos  (conocidos  xwi , ywi , zwi , Xfi , Yfi ) 
se obtiene un sistema con  11 incógnitas  y  2n ecuaciones
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50Proceso de Calibración

ëA partir de los parámetros L y considerando el 
significado físico de la matriz M se obtienen sus 
elementos.
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51Proceso  de  Calibración

ëCálculo de la matriz 
de perspectiva 
considerando las 
restricciones a que 
está sujeta.
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Transformación  Lineal  Directa (DLT)

ëAl emplear la segunda restricción se tiene que 
resolver un sistema no lineal que es algo que se 
pretende evitar con este método.
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52Proceso de Calibración

ëSe utiliza exclusivamente la primera restricción.
ëSe resuelve el problema de optimización 

dividiendo el conjunto de variables en dos, las que 
están sujetas a restricción y las que no, y 
empleando las técnicas de multiplicadores de
Lagrange.
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Transformación  Lineal  Directa (DLT)



27

Visión  Tridimensional UPM DISAM

53Proceso de  Calibración

ëCalculo de los parámetros intrínsecos y extrínsecos.
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Transformación  Lineal  Directa (DLT)

ïCálculo inmediato de r3 y de  tz

ïCoordenadas del Punto Principal
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54Método de Transformación Lineal Directa

ïCalculo de las distancias focales en x e y.
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Transformación  Lineal  Directa (DLT)
ëCalculo de los parámetros intrínsecos y extrínsecos.
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55Método de Transformación Lineal Directa

Transformación  Lineal  Directa (DLT)
ëCalculo de los parámetros intrínsecos y extrínsecos.

ïCalculo de los parámetros extrínsecos restantes.
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56Proceso  de  Calibración

ëCalculo de la Distorsión
ïUn modelo mas completo al utilizado hasta el 

momento es el siguiente.
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Transformación  Lineal  Directa (DLT)

ïDespreciando todos los errores salvo la distorsión.
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57Proceso  de  Calibración

ëCalculo de otros errores sistemáticos.
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Transformación  Lineal  Directa (DLT)

ëEs conveniente calcular en pasos distintos los 
parámetros intrínsecos y extrínsecos, los 
coeficientes de distorsión y los coeficientes de 
otros errores sistemáticos para evitar 
inestabilidades.
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58Proceso  de  Calibración

ëEmplea un modelo de distorsión que solamente 
tiene en cuenta la distorsión radial.
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Restricción de Alineamiento Radial (RAC). Método Tsai

ëAl existir solamente distorsión Radial se obtiene
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59Proceso  de  Calibración

ëSe supone conocido Cx , Cy , Ky

ëDeterminación de |R| , tx , ty
ïCálculo de coordenadas centrales con distorsión
ïCálculo de incógnitas intermedias (aj)
ïCálculo de |ty|
ïDeterminación del signo de ty
ïCálculo de  Sx

ïCálculo de |R| , tx
ëDeterminación de f , k1 , tz
ïAproximación inicial de f , tz
ïCálculo  iterativo de  f , k1 , tz

Restricción de Alineamiento Radial (RAC). Método Tsai

Visión  Tridimensional UPM DISAM

60Proceso  de  Calibración

ïCálculo de coordenadas centrales con distorsión

Restricción de Alineamiento Radial (RAC). Método Tsai
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61Proceso  de  Calibración

ïCálculo de incógnitas intermedias (aj)

Restricción de Alineamiento Radial (RAC). Método Tsai
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62Proceso  de  Calibración

ïCálculo de incógnitas intermedias (aj)

Restricción de Alineamiento Radial (RAC). Método Tsai
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ïCálculo de |ty|

ïDeterminación del signo de ty
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Para un punto cualquiera  (alejado del centro de la imagen) 
se calcula su proyección sin distorsión, ensayando con el 
valor positivo y el valor negativo
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63Proceso  de  Calibración

ïCálculo de Sx

Restricción de Alineamiento Radial (RAC). Método Tsai

ïCálculo de |R| , tx
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64Proceso  de  Calibración

ëDeterminación de f , k1 , tz
ïAproximación inicial de f , tz

þSe obtiene f , tz con distorsión nula, mediante mínimos 
cuadrados

Restricción de Alineamiento Radial (RAC). Método Tsai

ïCálculo  iterativo de  f , k1 , tz
þOptimización no lineal del sistema 
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65Proceso  de  Calibración

ãCausas posibles
ëModelo matemático incompleto
ëErrores en la adquisición de los datos
ëMal comportamiento de los algoritmos de 

calibración

ãConsecuencia
ëMala precisión en las aplicaciones de 

visión tridimensional

El proceso de calibración produce parámetros 
poco robustos, con alto grado de inestabilidad

Visión  Tridimensional UPM DISAM

66Proceso  de  Calibración

ëEmplea un modelo de distorsión que solamente 
tiene en cuenta la distorsión radial.
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Restricción de Alineamiento Radial (RAC). Método Tsai

ëAl existir solamente distorsión Radial se obtiene
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67Proceso  de  Calibración

ëPoniendo la expresión anterior en función de las 
coordenadas en píxeles del plano de la imagen.
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Restricción de Alineamiento Radial (RAC). Método Tsai

ëDividiendo ahora por ty queda la expresión que será 
necesario desarrollar.
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68Proceso  de  Calibración

ëCalibración coplanar de cámaras.
ïSuponiendo conocido a priori el factor de incertidumbre 

de escala pueden calcularse los valores intermedios ai
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Restricción de Alineamiento Radial (RAC). Método Tsai
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69Proceso  de  Calibración

ïCalculo de ty. t
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Restricción de Alineamiento Radial (RAC). Método Tsai

ïCalculo de la matriz de 
rotación R y de tx, el resto de 
los elementos de R, se 
obtienen aplicando las 
propiedades de las matrices 
de rotación.
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70Proceso  de  Calibración

ï Calculo de la distancia focal, coeficiente de distorsión y tz
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Restricción de Alineamiento Radial (RAC). Método Tsai
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71Proceso  de  Calibración

ëCalibración de cámaras con un conjunto de puntos 
no coplanares.
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Restricción de Alineamiento Radial (RAC). Método Tsai
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ïCalculo de ty a a a
t y
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Restricción de Alineamiento Radial (RAC). Método Tsai

ïDeterminación de sx

ïCalculo de la matriz 
de Rotación y de tx
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73Proceso  de  Calibración

ïCalculo de la distancia focal, coeficiente de distorsión y tz
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Restricción de Alineamiento Radial (RAC). Método Tsai
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74Proceso  de  Calibración

ãCausas posibles
ëModelo matemático incompleto
ëErrores en la adquisición de los datos
ëMal comportamiento de los algoritmos de 

calibración

ãConsecuencia
ëMala precisión en las aplicaciones de 

visión tridimensional

El proceso de calibración produce parámetros 
poco robustos, con alto grado de inestabilidad


