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Descomposicion en Valores Singulares (SVD)

- 4 es una matriz cuadrada: A4wn=U-D VT

- U, V' Son matrices ortogonales

- D Es una matriz diagonal, con valores no negativos (valores singulares)
ordenados de mayor a menor abs(|A]) = 0, - 0, - 0y,

Dyn = diag(oy, ...,04) sen(A]) = |U - T

- Condicion de una matriz
- Condicion optima: cond(4) — 1 cond(4) = %1
- Matriz singular: cond(4) —» « On

- Relacion con los valores propios
ATA=VDUT -UDVT = VD?VT = VD2y~1

« D’ matriz diagonal con los valores propios de 474
* V'son los vectores propios de 474

 Los valores singulares son las raices cuadradas positivas de los valores
propios de A4
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Descomposicion en Valores Singulares (SVD)

A es una matriz cuadrada: Awem =U-D-VT

: (07 - 0 07
Dy = diag(oy, ..., 0p) :1 : : .
Apn =U ' 4
abs(|A]|) = gy - 0y - gy, 0 on-1 0
0 0 Oon
Matriz singular mas cercana: |4*| =0 cond(4") —
01 0 0
e O T
Anxn =U 0 - 0,4 O v
0 - 0 @
Orto-normalizacion de matrices: |A*| =1 Apm =[3a1 - ay]
1 0
e ‘ T T — _ )0 para i#]
Anxn =U 0 - 1 V ai a] = {1 para i :]
0O -+ 0
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Descomposicion en Valores Singulares (SVD)

- A es una matriz no cuadrada:
Apn =U-D-VT  (m >n)

« U,.» €S una matriz con columnas ortogonales
- D,., €S una matriz diagonal (valores singulares) Dmxn = diag(oy, ..., o)
- Ve €S una matriz ortogonal (vectores singulares)

- Condicion de una matriz (arango n)
01
cond(A) = —
On
- Condicion optima: cond(4) — 1

- Matriz singular: cond(4) — «

- Condicion de una matriz (a rango k)

cond(4) = Z—l
k
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Condicionamiento de sistemas de ecuaciones lineales

Un sistema esta bien condicionado si pequenos cambios en los
parametros producen pequenos cambios en los resultados

Numero de condicion: Cociente entre los valores singulares
mayor y menor

Ejemplo de sistema Ax=b bien condicionado

fb:[3] :x:A‘l-bz[ll
4= [8 51 _, | 14 1 vs = [11.1803 8.9443]
4 10 b=[3‘0'04]:>x=A-1-b=0-993
? T l14-0.06 0.996 cond(A) = 1.25

Ejemplo de sistema A4 x=b mal condicionado

1066 3341 b= [142] S>x=A1.-h= m vs = [10.7588 0.0037]

= -
1.99 10.01 _[4—0.04 —4-1.p=]0 cond(4) = 2.89 - 103
b_[12—0.06]:>x_A b_lol

A
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Descomposicion en Valores Singulares (SVD)

- A es una matriz no cuadrada:
Apn =U-D-VT  (m <n)

« U,.» €S una matriz con columnas ortogonales
- D,., €s una matriz diagonal (valores singulares) Dmxn = diag(oy, ..., om)
- Ve €S una matriz ortogonal (vectores singulares)

- Subespacio nulo:
- Solucion ecuacion 4 x=0
° 7 ultimo valor singular no nulo (condicion razonable)

- Soluciones: A= n-r ultimos vectores singulares de V'

IX] = [Vr+1  ° Un]
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Minimos Cuadrados

Minimos cuadrados lineales (Ecuacion Homogénea)
Resolver 4x=0 con A4,,,

Sistema sobre-determinado m >n

Sistemas de ecuaciones exactos: (1 = 1 tamafno del espacio solucién)
(m-n+A) restricciones deberian ser combinacion lineal de las (n-1) restantes
A valores singulares nulos

Sistemas de ecuaciones aproximados: solucion de minimos cuadrados
Minimizar respecto a x |e||> = (4x)T(Ax)

A=1-x=v,

- _ T
Solucién:  SVD(4) » A =UDV :{/1>1—>[x]=[vn—/1+1 vy

01
On-2

Condicién a rango (n-1): ~ cond(4) =
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Minimos Cuadrados

Minimos cuadrados lineales sin restricciones
Resolver Ax=b con A4,., m=>n
Solucion: x=(A474)-'A™h
Se minimiza con respecto a: ||e||> = (Ax-b)T(Ax-b)
Problema generalizado: Dar un peso determinado a cada error.
Minimizar con respecto a x: (Ax-b)"W-(Ax-b)
Solucion: x=(AT W1 A)1AT W b

Ejemplo: Recta 2D mas cercana a varios puntos (v=pu+gq)

(1.3, —0.5)
* Puntos(u,v){ (1.7, 0.6) p; A=

1.7 1.0 .6 Error: (0.1543,—0.2425, 0.0882)
5

24 1.0 Numero de condicion: 93.66

1.3 1.0 —0.5 Solucion: (p,q) = (1.75,—2.63)
(2.4, 1.5) 1

(1.3, —0.5) 130.0 100.0 ~50.0 Solucién: (p, q) = (1.92, —3.00)
* Puntos(u,v){ (1.7, 0.6) p; A= 1.7 1.0 [; b=] 0.6 |~ {Error: (0.0021,—0.3292, 0.1197)
(2.4, 1.5) 2.4 1.0 1.5 Numero de condicién: 52856
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Normalizacion de los datos

- Sistemas de ecuaciones mejor condicionados:

- Definir una transformacion proyectiva
m=T-f tal que

- El centro de gravedad de todos los puntos sea el origen

. . . . — 1/0y 0 —ly/ Oy
- La media de las distancia al origen sea /2 T=| 0 1/, —p,/o,

- Se aplica para los puntos de la imagen y del espacio 0 0 1

- Emplear transformaciones mas sencillas

- Todos los puntos entre -1 y 1 00~
2/n, 0 -1 y l
0 2/ng —1]
0 0 1

n,—1

T =

- Todos los puntos entre 0 y 2 2

2/n. 0 0
T=| 0 2/n 0]

0 0 1
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Optimizacion no lineal

- Optimizacion por Levenberg-Marquardt
- Planteamiento: Resolver a=f(p)
- a. Medidas pertenecientes a R
- p. Parametros pertenecientes a R”

- Solucion:
- Hallar p que cumpla a = f(p) + € minimizando & =a — f(p)
- Aproximacion lineal de f entornoa p;: a+¢ = f(p; +4;) = f(p;) + J;A;

_af -1
con ]—5 s Iih=eg - N=]Te=0T) T e

- Proceso iterativo | p;11 = p; + A J;* pseudo-inversa de J;

- Aceleracion. Si N =J;'J;
* N*=(1+A)N con valor inicial 1=10-
« Con ezl <llgll - 2=4/10
© Con |legqll > Mgl —» A=4*10
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Descomposicion de Matrices

Descomposicion de Cholesky

Si § es una matriz simétrica de dimension nxn 'y |S|>0
entonces existe una matriz T triangular superior (o inferior)
de la misma dimensiéon que cumple S =T'T

Silos elementos de la matriz T son {7,}, con¢,=0 para

i>j t11 t12 U3
0 0 ta
i—1 . i—1
i =+ |Su— )ty v ty=—|Sij— ) titx; | para i<
Cij
\ k=1 k=1

La formulacion exige que estos elementos se calculen por
filas, de izquierda a derecha y de arriba a abajo



Vision 3D. Herramientas Matematicas ISA-UMH 12

Calculo Homografias

HOMOGRAFIA: Relacion lineal entre puntos pertenecientes a
distintos espacios proyectivos (p.e. 2 planos):

IIZ

h h h
B PSS . [ (hg1% + hapy + haz) - x' = hyaX + hipy + by
h31 h32 h33 (h31x + h32y + h33) : y, - h21x + hzzy + h23

Solucion Homogénea:

_x(l) _y(l) -1 0 0 0 x(l)x’(l) y(l)x’(l) x’(l)
#puntos > 4 Ay =1 0 0 0 —x@® —y® _1 x@Dy @ My @ 5D
— T
A ‘h=0 h = [hllr h12' h13' h21r h22' h23' h31, h32' h33]
Xy -

min [(Ayh)’] | SVD(Axy) = Ay =UDVT S h=v5 | cond(4yy) = Z_;

Normalizacion: solucion robusta frente al ruido

— N =0 -7 = | H=T"1.H-T

IR
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Calculo Homografias

Solucion no Homogénea: asumimos (/133 0)

n-x (hi1/h3z  hip/hz3  hyz/h33 X
n- y' = |hy1/h33 hop/h33 hy3/hs3s [y hsz = t, Distancia entre los planos
n _h31/h33 h3,/h3s3 1 1

I

n-x' h:11 12 h:13 (h'31x +h'3y +1)-x"=h'yyx + h'py + h'y3
n-y|= h 21 22 h 23 [ ] (h’31x + h’32y + 1) . y, = h’21x + hlzzy + h’23
n - h's3q

XDy _1 0 0 xWx® @y 1"
Ay =| 0 0 0 —x® —y® 1 xOpy® ,Oy@f b= [_y'(l) #puntos > 4
h = [h'11,h'12,h'13, 21, W52, g3, R34, R 30]" Ay, -h=b
1 . 2
Minimos cuadrados: |h=(A4%,A,,) -A4%,-b min [(Axyh —b) ]
. ., ., . 0
Normalizacion: solucion robusta frente al ruido cond(Ayy) = 0—1

m=T-m
T/ﬁ,’:T"ﬁl’

— M 2H 7 = H=T1.H-T

IR
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Calculo Matriz Fundamental/Esencial

Correlacién: Relacién lineal entre puntos y rectas pertenecientes a distintos
espacios proyectivos (p.e. 2 planos de imagen)
fll f12 f13‘

f21 f22 f23
f31 f32 f33

X’Xfll + X’yflz + X’f13 + y'xf21 + y’yfzz + y'f23 + Xf31 + yf32 + f33 =0

m'TF m; =0 m =[xy 17, m=[x y 17 F=

Solucion Homogénea: #puntos > 8

x1x1 X1y1 X1 YixXe Yy Vi X1 o 1] Axyf:O
. . . . . . . . . f:O

mfin [(Axyf)zl

f=1[fi1 fiz fis fa1 fa2 faz f31 fzz fa3lf SVD(Ayy) = Ayy = UDVT = f = vy

14 1 14 1 14 14
XnXn Xn¥n Xn YnXn Yn¥Yn ¥Yn Xn Yn 1

Ifll =1 :
f = F
Restricciones: F debe ser singular |F| =0
SVD(F*) - F* = UDVT 4 0 0 A, 0 0
D = O Az O , ™ l)>l< = O AZ O
F=UD*VT IF| =0 0 0 13 0 0 O
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Calculo Matriz Fundamental/Esencial

15

Correlacion:
Solucion No Homogénea: asumimos (fi;20) = fi;=1

x'xf11 + xyf1p + xf13 + y'xfy1 + y'yfpr + y'fr3 + xf31 + yf30 +1 =10

X1X1 X1y1 X1 YiXi Y11 Y1 X1 Y1] [—1] #puntos > 8
: : : : : P i f=
XnXn Xn¥Yn Xn YnXn YnY¥n Yn Xn Yn —1 Axy f=Db
T ; 2
f=[f0 fo fu S So fu Su Sl min |(4xf - b)’|
f=(AT,4,,)  -AL, b f > F*
Restricciones: F debe ser singular [F| =0

SVD(F*) - F* = UDVT 4 00 A 00
D=]0 A, O0f,-»D*"=]0 A, O

0 0 /A, 0 0 0

F=UD*VT |F| =0
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Calculo Matriz Fundamental/Esencial

- Normalizacion

3N
I

T-m SITH =
Tl.ml

=7
m

- Matriz Esencial:
- Restriccion adicional: dos valores singulares iguales

GEq =0 SVD(E %) - E x= UDVT E=UD*VT, IE| =0

gi=A"'m A0 0] '(’11”2)/2 0 0]
D=(0 4, O - D* = (A1+15)

g = A 0 0 1 0 /2 0

0 0 0.
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Calculo Matriz Fundamental/Esencial

- Algoritmo de 7 puntos: »=7

x1x;1 X1y1r X1 Yixe Yaiyr Y1 oxx oy1 1
: : : : : : : | f=0 Ay £=0

XnXn Xn¥n Xn YnXn YnYn Yn Xn Yn 1
f= [fll f12 f13 f21 f22 f23 f31 f32 f33]T
- El espacio nulo de A,, sera de dimension 2 (f;, f,)->(F4, Fy)

[fy f2]=1[vs Vo]

- Restricciones: F singular | F=af + (0 - a)F,
det(aF; + (1 —a)F,) =0

- Soluciéon analitica: ecuacion cubica en o
« Solucion iterativa: minimizacion no lineal

- Se aplicaria el proceso de normalizacion y desnormalizacion
indicado anteriormente
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Triangulacion
Solucion Homogeénea 5= 5 = a1k
Rectas proyeccion: =All o =41R ¢l
) A x P{ N L ux' P'{ N
m; =P M;=>|1y|=|PF| M, m'; =P M;=>|uy|=|PT| M
A Pl u p'?
Tif ~ — pT [f T T IT o7 'T {7 __ pIT
PsMix =Pl My _ |Psx—=Pi| o _ o P’ Mix' = P'] [ Ix — P'T ] _ 0
Pngy _ PZT Mi P?Ty _ P2T [ PITM y — P/T P/Ty P/T l
" PTx — PI -
Piy—P; | = A, M; =0
3 2 Ml — Xy l
P'Ix —p/T
p'Ty' — P'T]

Estimacion minimos cuadrados:

min [(14,, 7Y’

~

SVD(Ayy) = Ayy = UDVT
f=v, |f]=1
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Triangulacion

Solucion no homogénea - Euclidea:

{(P31x — D10)Xw + (032X — P12)Y + (P33X — D13)Zy, = P14 — D34X
(P31Y — P21)Xw + 032V — D22)Y + (P33Y — P23) 2w = D24 — P34y
{(P’31x’ — 10Xy + @526 —p"12)Y + (P'33x —0'13)Zy = D'14 — D'34X
0’31y =0 20X + 0327 =0 22)Yw + 0’33 —D'23)Zw = D'24 — D34

AgyM = b
C (31X — p11) (P32x — P12) (P33X — D13) ] [ P14 — P34 ]
A = (P31Y — P21) (P32Y — P22) (P33Y — P23) b= P24 — P34
xy — / / / / / / / / / - re a4
(p'31x' —=p'11) (P'32x —D'12) (@335 —p'13) p,14 p’34
(p'31Y —D'21) @32 —P'22) P33y —p'23) LD 24 — D 34

Estimacion minimos cuadrados (pseudo-inversa): min [(AxyM — b)Z]

M = (AT,A,,) AL, - b




