VISION 3D

Geometria Proyectiva

“An Introduction to Projective Geometry (for computer vision)” Stan Bircheld
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“Projective Geometry for Image Analysis” RogerMohr and Bill Triggs
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Qué es la Geometria Proyectiva

- Geometria Euclidea: Invarianza de longitudes y areas.
Se define el circulo. Transformaciones: rotacion,
traslacion. Coordenadas cartesianas

- Geometria Afin: Invarianza del paralelismo, relacion de
distancias. Se define el paralelogramo, las parabolas,
elipses e hipérbolas. Coordenadas cartesianas oblicuas.

- Geometria Proyectiva: Invarianza de la relacion doble o
“cross-ratio”. Se define la conica, cuadricas.
Coordenadas proyectivas u homogéneas
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Que es la Geometria Proyectiva
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Geometria Proyectiva

 No conserva la distancias

* No conserva las rectas paralelas

* No conserva los angulos
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Geometria Proyectiva

Que aporta la Geometria Proyectiva a la Vision Artificial

El proceso de proyeccion central (modelo pin-hole) es
basicamente proyectivo: no es ni Euclideo (no conserva las
distancias ) ni Afin (no conserva la nocion de paralelismo)

El reconocimiento de formas del ser humano se basa en parte
también en caracteristicas proyectivas invariantes.

Suministra un modelo lineal (si no hay distorsiones) del proceso
de captacion de imagenes.

Permite estructurar la informacion segun su robustez.

Homogenizacion de elementos. Dualidad entre puntos y rectas
en un plano

Transformacion entre planos proyectivos

Correlacion entre puntos y rectas cuando se manejan distintos
planos proyectivos
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Qué es la Geometria Proyectiva

Euclideo

Similaridad

Afin

Proyectivo

Transformaciones:

Rotacion, traslacion
Escalado isotropico
Escalado en ejes
Trasformaciones perspectiva

X X

X X X

X X X X

Invariantes:

Distancia

Angulos, ratios de distancias
Paralelismo, centro de masa
Incidencia, cross-ratio

X X X X

X X X
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Coordenadas Homogeéneas (Proyectivas)

- Espacio Euclideo R": x = [xq,,x,]T €R"
. Espacio Proyectivo Pn X =[xy, -+, x,,1]" € P

- En coordenadas homogéneas un punto esta definido con un factor

de escala: X=79y siexiste 1 #0 talque x;=Ay;

¥€P" si ¥=][xy,xp41]" conalgin x;# 0

- Subespacio Afin:

T
~ T | *1 Xn
X = [xl;"';xn;xn+1] = X = [ » " ] Xn+1 + 0
Xn+1 Xn+1
1" Xn, Punto en el infinito

¥=10,--,0]" No existe
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Espacio Proyectivo P’

- Colineacion:

- Transformacion proyectiva entre objetos (del mismo tipo) en el
espacio proyectivo
- Se representa mediante matrices

A(n+1)x(n+1) (normalmente invertible)
py = AX

Conjunto de las matrices A = Grupo Proyectivo



Vision 3D. Geometria Proyectiva ISA-UMH

Espacio Proyectivo P’

- Base Proyectiva:

- Conjunto de (n+2) puntos tal que (n+17) sean linealmente
iIndependientes

- Por ejempilo:

(1] (0] (0] (1]
~ _ |0 ~ _ |1 ~ |01 ~ _ |1
C1= .| 2T |.| " en+1r T |.| CEn+2 T |.

10 10 1. |1,

Si se tiene X ... X,,4, puntostal que hay (n + 1) Li.

Existe unamatriz A talque 4é; = 1,%  i=1,..,n+ 2
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Recta Proyectiva P’

- Punto perteneciente a la recta proyectiva:

fEP]':}fE [xl,xZ]T

X, A
- Si x, #+ 0 se puede poner como:
o x 1
X = Xy [— 1
X2
X1
- Siserepresenta X1 =~ =@ by >
2 X 1 X,

* X4 es la coordenada de la recta afin

° (X es el parametro proyectivo

- De esta forma cada punto representa una direccion

- Faltaria por considerar el punto [x;, 0]" que no pertenece a la
recta afin. Es el punto en el infinito
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Recta Proyectiva P’

Cross-Ratio (razon doble de cuatro puntos):

c{ anb; ¢d}

Si se denomina por a4, ap, a., @4 los parametros proyectivos de cada
punto:

Xy

¢.{ab;¢d) =< b

a, — g ap — ag

Es invariante ante cualquier colinealidad

A=, ol
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Recta Proyectiva P’

El “Cross-Ratio” o razon doble de cuatro puntos
depende del orden en que se tomen los puntos:

dg — Qe Ap — U¢

C{ ab; éd}= =1

aa_ad.ab_ad

Se pueden obtener: T, = 1—1,
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Plano Proyectivo P?

. Punto: X E P2 = ¥ = [Xl,xz;xs]T

-Recta: [e P2 > [ = [ll, L5, ls]T

- Recta que pasa por un punto:

« Dualidad entre puntos y
rectas:
« Conjunto de puntos que
estan en una recta
« Conjunto de rectas que
pasan por un punto

[T.-%=0

M\
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Plano Proyectivo P?

- Plano Proyectivo P?

Si xq % 0; %=[xg,x,x3]7 =% = [’“—1 2 1| =[x, X, 1]7

- Este conjunto de puntos define el plano Afin

A
xl
Falta por considerar
(x,,3,,0) g los puntos con x;=0
| que definen la recta
o~ | > del infinito.
1 X,

Xy




‘ Vision 3D. Geometria Proyectiva ISA-UMH

11

Plano Proyectivo P?

- Plano Proyectivo P?
- Pertenencia de un punto a una recta en el plano proyectivo:

~S

ZT'X=O = llxl+l2x2+l3x3=0

- Pertenencia de un punto a una recta en el plano afin:
11X1 + lzXz + l3 — 0

- Distancia punto a una recta:
y [T.%

n= [ll lz] Normal a la recta

- Punto que pertenece a la recta que pasa por los puntos X{, X»

IR

=N

X=ax,+px, o6 X=yxXi+X

T 0

linea - [=X;AX, = [ X
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Plano Proyectivo P?

- Producto Vectorial:

%, 0
X3 —X,
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Plano Proyectivo P?

- ‘Cross-Ratio’ o razon doble de cuatro rectas que se
cortan en un punto

Crile, ly; 1., 1y} = cr{a, b; ¢, d}

~

Es independiente de la recta auxiliar [

gue corte a las cuatro rectas

- Haz de rectas: rectas que pasan por un punto fijo. Es un
elemento proyectivo de dimension uno

l=al,+B1,
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Plano Proyectivo P?

- Plano Proyectivo P?
- Colineacion en el plano proyectivo (Forma un grupo proyectivo):

a1 Q12 QA3
py=Ax = A=|021 a2 dz3

a3zq1 dzz daz3

- Subgrupo Afin (Mantiene la recta en el infinito):

= <a3332x2 a33b2x1>
O1x2 a33

- Transformacién de Similitud:
Yl) _ ([ cosO senO (Xl)
(Yz B C(—SenH cos 9) X5 + Daxs
rota (8) Escala (c) Traslada (b)

- Transformacion Euclidea: Transformacion de Similitud con c=1/
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Plano Proyectivo P?

- Correspondencia Homografica u Homografia:

- Correspondencia uno a uno (lineal e invertible). Puede ser

entre:

~ Ty

* Punto a punto mo= Hm

- Recta a recta

- Haz de rectas a haz de rectas

- Correlacion:

- Transforma rectas en puntos y viceversa

| =~ Fx

IR
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Plano Proyectivo P?

- Angulo entre dos rectas: [, [,

- Se trazan dos rectas auxiliares: 7
,

d = punto de interseccion
de las dos rectas

l,; = pasa por @,1
laj = pasapor a,j
Se cumple

=5 log(Cr{ll, 35 Laiy Laj})
a

Puntos Absolutos (Circulares): Invariantes a transformaciones de similitud
Estan en el plano del infinito

= [1, +i, 0] j=1[1,-i0]” i =+v—1
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Plano Proyectivo P?

- Conicas: conjunto de puntos del plano proyectivo que
cumplen:

3
S(f) = Cijxin =0 ; S(f) = fT ~f =0 Matriz Simétrica
Lj=1 €11 €12 (13
- Interseccion de una conica con una recta: C=|C2 €2 (21
C13 €21 (33

% =% + 0%,
S(.’)’Zl) + 265(%1, fz) + HZS(fz) =0

- Tangente a una conica: S(%1,%2)* — S(%)S(X,) =0

olar

Se cumple:

~ ~ ~

lpolar polo

112

Polo
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Plano Proyectivo P?

La matriz de la conica posee seis variables, aunque solo
cinco grados de libertad (factor de escala). La conica
estara definida por cinco puntos.

Definidos cuatro puntos de una conica, cualquier otro
punto de la conica cumple:

~~

d vz tal que s(x) =0

Cr{za, Iy 1, Zd} = cte
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Plano Proyectivo P?

- El objeto dual de la conica es la envolvente a la conica:
conjunto de tangentes a todos los puntos de la conica.
Se cumple:

s =xTCx ; Il =Cx

=N

Si la conica es no degenerada:
f — C_llt

Sustituyendo:
S(f) — ZtTé_Téé_lzt — ZtTé_TZt — S(Zt)
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Plano Proyectivo P?

La conica define una correlacion entre puntos del plano y
rectas polares:

~

Ly

=N

La conica define una correlacion entre sus puntos y sus
tangentes:
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Plano Proyectivo P?

- Una transformacion proyectiva convierte una conica en
otra:

s =%TCx% Si y=Tx ; #=T"1y

s@ =y TCTy=5"C" ¥

- Al ser la matriz simétrica, mediante una transformacion
proyectiva la matriz se puede diagonalizar.

A, 0 07
C= O /12 O
0 0 .l
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Plano Proyectivo P?

- Si la conica posee puntos reales, la matriz se puede
expresar como:

a? 0 0

c=|0 p% 0

0 0 —y?
* Mediante otra transformacion se 1 0 0]
puede obtener C=10 1 0
0 0 -—1J

« Cualquier conica puede ser transformada

proyectivamente en un circulo
xi+x2—1=
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Plano Proyectivo P?

- Transformando tres puntos de la conica a los puntos de

referencia (base)

0 0 —-0.5
C=| 0 1
—-05 O
Con lo que la ( X5 —x1x3=0 =
. s 2
ecuaciondela . a0 o (x_z)
conica sera: \ X3

Las coordenadas de la
conica se pueden expresar
cComo:

~

X5 = x1X3

g 2

6

L1

1—
X3
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Espacio Proyectivo P°

¢ Un puntO f € P3 = f — [Xl)xZ) x3)x4]T

-Unplano: @ €P3 = = [ug,uy us u,l’

- Plano que pasa por un punto:

ﬂ
|

g
ﬂ

X =0
X = UXL T URXy FU3X3; FUX, =0

g

- Dualidad entre planos y puntos:
- Conjunto de puntos que estan en un plano
- Conjunto de planos que pasan por un punto
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Espacio Proyectivo P°

- Subespacio Afin:

X1 Xy X3

T
six, #0 = 5z=[ ,1] = [Xy, Xy, X5, 1]7

Xy Xy Xy

- Plano en el infinito: [

X E ﬁoo = X = [Xl,xZ,xg, O]
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Espacio Proyectivo P°

‘Cross-Ratio’ de cuatro planos:

Cri{lly, ;T M,} =
— CT{ Zl) ZZ ;’73 ) Z4} —
= Cr{ P, P,; P;,P,}

Haz de planos
Conjunto de planos que intersectan en una recta
Esta estructura proyectiva tiene dimension 1
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Espacio Proyectivo P°

- Colinealidad en P3. Grupo proyectivo

py =A% con A, invertible

- Transformacion Afin: subgrupo afin

B b
py = (03x3 lel)f = ¥V = B3,3X + b3y
1x3

- Cualquier punto que pertenece al espacio afin permanece en él
al sufrir una trasformacion afin.

- Cualquier punto que pertenece al plano del infinito''=
permanece en él al sufrir una trasformacion afin
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Espacio Proyectivo P°

- Transformacion Afin: subgrupo afin

B
p7= (7 ") = ¥ =BuaX+bay
O1x3 1

- Trasformacion de Similitud:

B, es ortogonal B3,3Bl.2 = 221

- Transformacion Eucidea:

Bs,3 es ortogonal con 1% = 1



Vision 3D. Geometria Proyectiva ISA-UMH

Espacio Proyectivo P°

- Cuadrica, superficie (extension de la conica en un espacio 3D):

Conjunto de puntos ¥ € P3 que cumplen:
4

S(f) = z Cinin =0 = S(f) = XTC;?’Z'

ij=1

0

- Curva Alabeada Cubica (Twisted cubic)

_xl_ '03_
X2 _ & |62
X3 =T 0

_x4_ ] 1 ]
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Espacio Proyectivo P°

- Conica Absoluta: Q. (plano del infinito 1., )
4

FTx=0 & |+ 9
in2=0:x4 > x2+x5+x5=0 = B Qo =10 1
— x4 =0 0 0

Puntos Absolutos (Circulares): Pertenecen a la conica absoluta
i=1[1,+i,0]" i=1[1,-i,0]" i =+/—1

- La conica absoluta es invariante ante cualquier transformacion

Euclidea:
X2| — (BSxB b3x1) Y2 T
X3 O1x3 1 /|V3 %/
L0 L0 o
;-< | <
{XT r= yTngBBBxﬁN/ — ©

U

= 22571y = 2575 = 0
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Espacio Proyectivo P°

- Conica Métrica:
- Es la proyeccion de la Conica Absoluta en una camara.
- Depende solo de los parametros intrinsecos de la camara A

- La conica absoluta es invariante ante cualquier transformacion
Euclidea (R, t):

@=ATAT!  @=HOGHL' = HJTHS!

1/f2 0 —c:/ [
W = 0 ‘ l/f-' _"y/f"
—eg/ f2 —cy/f.j (c3/fz+ S/ F)) - o

- Aplicaciones:

Medir distancias métricas v:é

[ N \
« Medir angulos
+ Ortogonalidad entre lineas & \
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Espacio Proyectivo P°

- Conica Métrica:
- Medir distancias métricas:

dist(%{, X,) = \/ AxXT & AX

- Medir angulos:

ol
cos(0) =
VA al)Laly)
- Ortogonalidad entre lineas: T
- Permite calibrar la conica métrica ll w l2 =0

- Paralelismo entre lineas (puntos de desvanecimiento):
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