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Qué es la Geometria Proyectiva

=  Geometria Euclidea: Invarianza de longitudes y
areas. Se define el circulo. Transformaciones:
rotacion, traslacion. Coordenadas cartesianas

» Geometria Afin: Invarianza del paralelismo,
relacion de distancias. Se define el
paralelogramo, las parabolas, elipses e
hipérbolas. Coordenadas cartesianas oblicuas.

Qué es la Geometria Proyectiva

' AICHGD

Transformacion

AD = cte
Euclidea

A% a0
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||||| metria Proyectiva 4

Proyectiva =cte

Afin Y

= Geometria Proyectiva: Invarianza de la relacion
doble o “cross-ratio”. Se define la conica,
cuadricas. Coordenadas proyectivas u
homogeneas
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Qué es la Geometria Proyectiva

Qué aporta la Geometria Proyectiva a la Vision Artificial

o El proceso de proyeccion central (modelo pinhole) es
basicamente proyectivo: no es ni euclideo (no conserva las
distancias ) ni afin (no conserva la nocion de paralelismo)

o Elreconocimiento de formas del ser humano se basa en
parte también en caracteristicas proyectivas invariantes.

o Suministra un modelo lineal (si no hay distorsiones) del
proceso de captacion de imagenes.

o Permite estructurar la informacion segun su robustez.

o Homogenizacion de elementos. Dualidad entre puntos y
rectas en un plano

o Transformacion entre planos proyectivos

o Correlacion entre puntos y rectas cuando se manejas
distintos planos proyectivos
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Qué es la Geometria Proyectiva

Homogenizacion de elementos. Dualidad entre
puntos y rectas en un plano
o Geometria Euclidea: Rectas en un plano:
Hay una Unica recta que pasa por dos puntos dados
Una una Unica que recta que pasa por un punto dado y
tiene una direccién absoluta dada
= Dos rectas que no coinciden, o tienen un Unico punto
de interseccion o tienen la misma direccion absoluta

Geometria Proyectiva: se sustituye direccion
absoluta por puntos en el infinito, y todos los puntos
en el infinito por la recta en el infinito:

o Hay una Unica recta entre dos puntos distintos

o Hay un Unico punto entre dos rectas distintas
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J Qué es la Geometria Proyectiva ]

*No conserva la distancias

*No conserva los angulos
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J Qué es la Geometria Proyectiva
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Qué es la Geometria Proyectiva

Euclideo | Similaridad Afin

Proyectivo

Transformaciones:

Rotacion, traslacion X X
Escalado isotrépico X
Escalado en ejes
Trasformaciones
perspectiva

X X X

X X X X

Invariantes:

Distancia

Angulos, ratios de
distancias
Paralelismo, centro de
masa

Incidencia, cross-ratio

X X X X
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Espacio Proyectivo P"
XeP" si X=[x,,x_] conalginx, #0
X,yeP" ; X=y siexiste A0 talque x; =41y,

Colineacion : Transformacion proyectiva entre objetos
(del mismo tipo) en un espacio proyectivo

Se representa por matrices f&(nmx(nﬂ)
(normalmente invertibles)

Py = AX
Conjunto de las A= Grupo proyectivo.
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Espacio Proyectivo P"

Base Proyectiva: Conjunto de (n+ 2) puntos tal que
(n+1) sean linealmente independientes.

por ejemplo:
1 0
129 52::} "’€n+1:(;) §n+2::!-
0 0 1 1

sise tiene X, -+ X, ., puntos tal que hay (n+1) Li.existe

unaAtanueAe =AX i=1....n+2
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l Recta Proyectiva P?
" Punto perteneciente recta proyectivaX € P* = X =[x, x, [
*Si x, # 0se puede poner como )
T 1
X = xz[ﬁ ,1}
XZ
* Q) Xl
Siserepresenta X, =—=«a
X, -
X eslacoordenadade larectaafin. X L %,
a esel pardmetro proyectivo.
* De esta forma cada punto representa una direccion.
* Faltaria por considerar el punto [xl,O]T que no pertenece
a la recta afin. Es el punto en el infinito.
. Vision 3D: Geometria Proyectiva 14




Recta Proyectiva P? ]

"Cross- Ratio"o Razondoblede cuatropuntos:
C,{ﬁ,E;E,a} sisedenominapor «,, &, &, a4 10S
parametrosproyectives de cadapunto

C

-~ O —-a. o -
Cr{a,b;c,d}z a_“c.-b

a, —ay a, =0y
Es invariante ante

cualquier colinealidad.

~ [r s
u v

Recta Proyectiva P? ]

*El “Cross-Ratio” o razon doble de cuatro puntos
depende del orden en que se tomen los puntos:

~}: aa_ac . ab_ac —r

Asi si: Cr{a,B;E,d

A, -y &, —0Cy

Se pueden obtener : 7, l,l—r, : :
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Plano Proyectivo P?

T xpunto XeP = X =[x, %, %]
* Recta leP?=1 =[I,1,L]
* Recta que pasa por un punto I7.X=0
* Dualida entre puntos y rectas
- Conjunto de puntos que M
estan en una recta.
- Conjunto de rectas que
pasan por punto.
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Plano Proyectivo P?

: ~ ~ X X
*Six, 20 x:[xl,xz,x3]T:>x:[—1,x—2,1]T:
3 3

=[X., X, 11"
* Este conjunto de puntos define el plano afin

* Falta por
afin considerar los

Linea en €l
infinito

puntos con X, =0
% que define la
recta en el infinito.

)
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Plano Proyectivo P?

*Pertenenci de un puntoa unarectaen el plano proyectivo

|"-X=0 = Ix+Lx,+x=0

*Pertenencia de un puntoa una rectaen el planoafin.
X, +1,X,+1,=0
* Punto que pertenece a una recta que pasa por los puntos X;, X,

X = aX, + f%,

y la recta | =X, A X, =

(@
<1
Il
~
=
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Plano Proyectivo P?

= Producto Vectorial:

=
I
I
<1
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I Plano Proyectivo P?

*"Cross - Ratio" o razon doble
de cuatro rectas que se
cortan en un punto
{I~ I~bI:I~} {a b,c,d}
Esindependiente de la recta I
que corte a las cuatro rectas.

* Haz de rectas : Rectas que pasan por un punto fijo.
Es un elemento proyectivo de dimension uno.

l=al, + /41,
. Visién 3D: Geometria Proyectiva 22




Plano Proyectivo P?

*Colineacion en el plano proyectiva. Forma un grupo proyectivo

N (% %y A
pY=AX = A=lay a, &
83 8y Ay
~ (a;B a,h
*Subgrupo afin A:( 33P2x2 a3 Mj
01x2 a33
Y1 X,
S~AY a;;B a,b
Si yzAX = Y, =( 33 -2x2 33 lej X,
01x2 a33
ys x3

< <

=

X
B,, b ' Y X
2 :[OZXZ ;Xl Xz = [YlJ: Bm(le"’bzn
1x2 1 2 2
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Plano Proyectivo P?

*Subgrupo afin : Mantiene la recta en el infinito.
X X y
3B, agboy ' 1 ag,B,,, ! _ '
0 a X |= Xo )|~ Y,
1x2 33 0 O O

*Transformacion de similitud : Ademés de mantener la recta
en el infinito, mantiene los puntos absolutos (L+i,0)" =1,

, Y, cosd send\ X,
seré =C +b,,
Y, —-send cosf |\ X,
rota (9)  Escala (c) Traslada (b)

* Transformacioén euclidea : Tranformacion de
similitud conc=1

Visién 3D: Geometria Proyectiva 24
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Plano Proyectivo P?

= Correspondencia Homogréafica u Homografia:

o Correspondencia uno a uno que mantiene la razon
doble entre cuatro elementos (lineal e invertible).
Puede ser entre:

= Punto a punto
» Recta arecta

= Haz de rectas a haz de rectas
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Plano Proyectivo P?

Correlacion:

o Transforma rectas_en puntos y viceversa
| =F X

@ Composicion de dos correlaciones: Colineacion

I =FX ; I'=F'%X
si x-(F)T
[ =Fx=F(F)T=AT

Visién 3D: Geometria Proyectiva 26
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Plano Proyectivo P?

* Angulo entre dos

rectas |, , 1,
Se trazan las rectas
auxiliares :

.. =Pasa por @, i

l,; = Pasa por a, j
Se cumple : a

@ = Stogler (i T L )
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Plano Proyectivo P?

*Conicas : Conjunto de puntos del plano proyectivo
3 ~
que cumplen : S(X)= > C;xx; =0 ; S(X)=X"CX =0
i, j=1
* Interseccon de unacénicaconunarectaX = X, +6 X,
S(X)+20S(X,%,)+6° S(X,) =0
* Tangentea unaconica S(X,,X,)* —S(X)S(X,) =0

olar

* Secumple:
lw=CP

Ipolar polo

Polo

Visién 3D: Geometria Proyectiva 28
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= La matriz de la conica posee seis variables, aunque

= Definidos cuatro puntos de una coénica, cualquier

Plano Proyectivo P?

sélo cinco grados de libertad (factor de escala). La
conica estara definida por cinco puntos.

otro punto de la cénica cumple:
b
3 ¢ _
-~ Vx tal que s(x)=0

~ o~ o~

Cr{i;,lb;lc,ld}:cte

29
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e e W

Plano Proyectivo P?

= EIl objeto dual de la cdnica es la envolvente a la
cénica: conjunto de tangentes a todos los puntos de

la cénica. Se cumple:

= s(X)=X"CX ; I =CX
| ~ t
t X
Si la conica es no degenerada:
X=Ctl
Sustituyerdo:

s(X)='CTCCH, =1'C Tl = S(K)

30
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Plano Proyectivo P?

@ La conica define una correlacion entre puntos del
plano y rectas polares:

~

@ La cdnica define una correlacion entre sus puntos y
sus tangentes:
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Plano Proyectivo P?

- Una transformacién proyectiva convierte una cénica
en otra: _ _ _
s(X)=X"CX Si y=Tx;X=TY
S\ ST T AT S_STAr S
s(Y)=y'T'CTy=y'C'§
& Al ser la matriz simétrica, mediante una transformacion

proyectiva la matriz se puede diagonalizar.

A, 0 0
C'=l0 4, 0
0 0 A,

Vision 3D: Geometria Proyectiva 32
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obtener

en un circulo

reales, la matriz se puede C'
expresar como:

< Mediante otra
transformacion se puede

Visién 3D: Geometria Proyectiva

Plano Proyectivo P?

" @ Sj la conica posee puntos

@ Cualquier cénica puede ser
transformada proyectivamente

a’ 0 0
0 p?
0 0 -y°
1 0 O
=10 1 0
0 0 -1

X +X;-1=0

33

‘l Plano Proyectivo P?

Con lo que la
ecuacion de la
coOnica sera:

como:

de la cdénica a los puntos
de referencia (base)

Visién 3D: Geometria Proyectiva

& Transformando tres puntos

Las coordenadas de la
conica se pueden expresar

0 0 -0.5]
C={ 0 1 0
05 0 0 |
X2-xX=0 = Xx2=xX,
2
Si x,20 = ﬁ} Mg
X3 X3
X, | 0 ?
X, =T| 0
X | 1

34
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Espacio Proyectivo P3

* Un punto X

e P?

=

<1

= |:X11X21X3'X4]T

[

* Plano GeP’= = [u,,u,,us,u, T

* Plano que pasa por un punto
=0

= U X, +U,X, +UX;+U,Xx, =0

X1 X1

a’-
ar-
* Dualidad entre planos y puntos

- Conjunto de puntos que estan en un plano.
- Conjunto de planos que pasan por un punto.

Visién 3D: Geometria Proyectiva
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Espacio Proyectivo P3

* Espacio afin.

.

i ~ | X X X

Six, 20 = X=|2,2 21| =[(X,,X,, X,1
4 {le X4 X4 :| [ 1 2 S]T

*Planoen el infinito IT

Xell, = X=[x,%,%,0]"

Visién 3D: Geometria Proyectiva 37

| Espacio Proyectivo P3
*"Cross - Ratio" de cuatro planos
Cr{ﬁl,ﬁz;ﬁ3,ﬁ4}: .
~or{ LT} 5
=Cr{|°1,PziP3,P4} """" . m
*Haz de planos : Conjunto de planos &
que intersectan en una recta. Esta
estructura proyectiva tiene dimension 1.
. Visién 3D: Geometria Proyectiva 38
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Espacio Proyectivo P3

" *Colinealicad en P*. Grupo proyectivo

oy =AX conAmatrizde 4x4invertible

*Transformaion afin.Subgrupoafin

0,, 1
e Cualquierpuntoque perteneciente al espacioafin
permaneceen él al sufrir una transformacion afin.
e Cualquierpuntoque pertenece al I'T_
permaneceen él al sufrir una transformacion afin.

- (B Dy )~
p y :( - 3X1JX = Y = BSXSX +b3x1

Vision 3D: Geometria Proyectiva 39

Espacio Proyectivo P3

*Transformacion afin.Subgrupoafin

_ (B... b..)_
py=| * K = Y =B, X+h,
01x3 l

*Transformaion Similitud B, , es ortogonal
T 2
B3sBss =41
*Transformaion EuclideaB,,, es ortogonalcon 2> =1

Vision 3D: Geometria Proyectiva 40
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Espacio Proyectivo P3 ]

* Cuéadrica : Conjunto de puntos X € P® que cumplen :

S(X) = Zc xx. =0 = S(X)=X"CX=0

i
i,j=1

* Curva Alabeada Cubica (The twisted cubic)

X, 6 %]
X ~ 162
2 — T
X3
RS L1
Espacio Proyectivo P3 ]

- *Conica absoluta. Cumple:

X
D xt=0=x, = X +X+%;=0 :>{

i=1

La cdnica absoluta es invariante ante cualquier

tranformacion euclidea

X Y1

X2 _(Bax3 b3x1\J Y, :{ X' X =Y Bg,3B,Y =

X3 O3 Y3 NYy=xy -y=0
0 0

Vision 3D: Geometria Proyectiva 42
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Homografias entre Planos Proyectivos

Plano — Imagen

o El Plano IT no pasa po

o Puntos en el plano:
M=PM=[P p]M

1

X

.= Y .
Si M=4 eﬂzm{
0

1

m=H,, M,, M,=H"%m

o Calculo de H: 4 puntos del plano proyectados

en la imagen
= no colineales tomados de tres en tres

Visién 3D: Geometria Proyectiva 44
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Homografias entre Planos Proyectivos

= Permite:

o Saber la proyeccion de
cualquier punto
contenido en el plano
(fuera de los limites de
la imagen)

o Comprobar si un punto
pertenece a un plano

o Conocer la posicion 3D
en el plano a partir de la
proyeccién en una sola

p Sooog
camara (2D) BEEHdEd
o Rectificado: eliminar la TitEra
distorsion proyectiva en AR AT
visién 2D
o Fotogrametria:
Visién 3D: Geometria Proyectiva 45

Homografias entre Planos Proyectivos

= Plano en el infinito — Imagen P -‘
« Puntoproyectado M=PM =[P p]M | [{]

~ ™M - -
Si Mz{ }eHm = M=PM = M=P'm |

0 >

= Proyecta intersecciones de
lineas paralelas en puntos
de desvanecimiento

Visién 3D: Geometria Proyectiva 46




Homografias entre Planos Proyectivos

Plano Imagen — Plano de Imagen

o ElPlanoIT no pasa por el centro éptico .-~

m=H M,, M,=H,'m
M=H, M, =H, H'm
m=HmM

o Sies el plano en el infinito

fi=H, M H,=PP*

o Aplicacion:
= Mosaicos de escenas distantes
= Correspondencia de puntos en
planos
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Homografias entre Planos Proyectivos

Calculo de la Homogafia entre Puntos de un Plano:
o Se hallan la proyeccién de puntos del plano

o Se obtiene lamatriz Hzx

Se puede emplear para hallar la correspondencia de
cualquier punto del plano
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