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1. CALCULO DEL LUGAR DE LASRAICESCON MATLAB

El toolbox de control de Matlab dispone de comandos para € célculo del lugar de las raices. Las
instrucciones que utilizaremos seran rlocusy rlocfind.

Normal mente partimos de un sistema como el siguiente:

X X(s) Y(s)

ﬂ;o__; K > G(S) _Y(_Sl —P> M(S) —>
M (s) = K>G(s)

H(9) 1+ K>G(s)*H ()

El lugar de las raices nos muestra la evolucion de los polos del sistema realimentado o en cadena cerrada
M (s) cuando €l parametro K variadesde O hasta 8.

Las instruccion rlocus permite obtener este trazado, y utiliza como argumento el sistema en cadena
abiertadefinido por lafuncién de transferencia G(s)H(S).

Ejemplo: obtendremos el lugar de las raices para el siguiente sistema:

X Y
(s) : < 1 (s;

s%+4s+3

1

s+5

El primer paso es definir las funciones de transferencia G(s), H(s) y G(s)-H(s). LIamaremos a estas
funcionessis g, sis hy sis_gh, respectivamente. Primero se definen G(s) y H(s):

» sis_g =tf(1, [1 4 3])
Transfer function:

s"2 +4s + 3

» sis h =tf([1], [1 5])
Transfer function:

La function de transferencia G(s)-H(s) sera el equivalente serie de las dos funciones anteriores. Matlab
permite calcular este equivalente mediante lainstruccion series:

» sis_gh = series(sis_g, sis_h)
Transfer function:

s"3 + 9 s"2 + 23 s + 15
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A continuacion utilizaremos el sistemasis_gh recién creado como argumento paralainstruccion rlocus:
» rlocus(sis_gh)
Matlab generara un gréfico como €l siguiente:
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Interpretar el gréfico resultante es sencillo: muestra la situacion en e plano complejo de los polos del
sistema realimentado o en cadena cerrada M(s). Cada rama representa la situacion de uno de los polos; en
este caso aparecen tres ramas dibujadas con tres colores distintos para mayor claridad. Los puntos de
comienzo (K=0) de cada rama coinciden con los polos en cadena abierta (cruces sobre el gréfico) y
puntos de finalizacion (K=8) de cada ramatienden ainfinito en este caso.

Si no se aflade ningun parédmetro extra, Matlab elegird automaticamente los valores de K entre 0 e 8 para
los cuales calculard el lugar de las raices. En determinadas ocasiones interesa elegir manualmente el
rango de valores deseado para K. Para ello basta con introducir un nuevo pardmetro en rlocus:

» rlocus(sis_gh, [0:.1:100]) % de O a 100 a intervalos de 0.1

El resultado seriad siguiente:

4 T T T T T T T

Imag Axis
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Real Axis




Automatizacion Industrial. Practica 8

Si no se desea un resultado grafico, sino que se desea conocer los valores numéricos de los polos en
cadena cerrada para cada valor de K lainstruccion ateclear seré&

[r, kK] = rlocus(sis_gh);

La variable k contendra los valores del pardmetro K utilizados para el calculo del lugar de las raices; la
variabler contendralos polos del sistema para cadavalor deK.

También es posible comprobar sobre el propio grafico los valores del parametro K correspondientes a
cada punto del lugar de las raices. Para ello se emplealainstruccion rlocfind. Estainstruccion, €ecutada
a continuacion de rlocus, permite pinchar con el ratén sobre un punto cualquiera del lugar de las raices y
obtener € valor del polo mas cercano a punto donde se ha pinchado, €l valor de K correspondiente a ese
poloy lasituacion del resto de polos para ese valor de K (aparecen marcados en rojo sobre €l diagrama):

» rlocus(sis_gh)
» rlocfind(sis_gh)
Sel ect a point in the graphics w ndow

A continuacion se debe pinchar con €l ratén sobre un punto cualquieradel lugar de las raices:

6 T T T T T

’/(V Punto sobre el que se ha pinchado

2 / 1

0+t ‘ L os otros dos pol os correspondientes al
mismo valor de K aparecen marcados

Imag Axis

_6 L L L L L L L L
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Real Axis

La repuesta que aparece en la ventana de comandos indica el valor de s en el punto del lugar de las raices
donde se ha pinchado (selected point) y €l valor de K correspondiente (ans):

sel ected_point =
-1.2558 + 2.35009i

ans =
30. 6040

Tal y como indica Matlab, en este caso €l punto donde se ha pinchado es s = -1.2558+2.3509; y €l valor
de K parael cual e sistema presenta ese polo esK = 30.604.

En e gemplo, es interesante conocer e valor de K correspondiente a dos de los puntos del gréfico: e
punto a partir del cual aparecen dos polos complejos conjugados y el punto a partir del cual aparecen dos
polos inestables. Si buscamos estos puntos con la ayuda de rlocfind deberiamos obtener:

Punto a partir del cual aparecen los polos complejos: K=3.08
Punto a partir del cual aparecen los polosinestables: K=192
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Por lo tanto, existen tres rangos de valores con un comportamiento distinto del sistema:
Rango 1: K<3.08. El sistematiene 3 polos reales. No debe haber sobreoscilacion.

Rango 2: 3.08<K<192. El sistematiene 1 polo real y dos polos complejos conjugados. Puede haber
sobreoscilacion.

Rango 3: K>192. El sistema tiene un polo real y dos polos complejos con parte real mayor que cero.
Por lo tanto, el sistema esinestable.

La forma mas sencilla de comprobar este comportamiento es realizar simulaciones en el entorno

Simulink que nos permitan ver la respuesta a escalén del sistema para cada uno de los valores de K
calculados. El esquemaaintroducir es el siguiente:

| >—> — »
Sc+4s+3

Step Gain Transfer Fcn Scope

_<—

st5
Transfer Fcnl

Se debe simular e funcionamiento del sistema durante 10 segundos con los siguientes valores (por
gemplo) paralaconstante K:

Sin sobreoscilacion (K<3.08). Se elige K=2.
Con sobreoscilacion (3.08<K<192). Se eligen K=20 y K=60.
Inestable (K>192). Se elige K=250.

L os resultados que se deben obtener son los siguientes:

respuesta para K=20

respuesta para K=2

0.7 3.5

0.5F B 25F

0.4 B 2r

0.3r B 1.5+

0.2 1 1t

0.1r B 0.5

respuesta para K=60 respuesta para K=250

80
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NOTA: A lahorade hacer un estudio de este tipo se debe tener en cuenta que los polos que mas influiran
en el comportamiento transitorio del sistema seran los mas proximos a €je imaginario, 1o que se ha
venido denominando polos dominantes. No obstante, € resto de polos también influyen, aungque sea
poco. Por gjemplo, € tercer polo existente en el ggemplo hace que el comportamiento no sea exactamente
€l de un sistema de 2° orden (la sobreoscilacién se produce para valores de K superiores alo previsible).

2. UTILIZACION DEL LUGAR DE LAS RAICES PARA EL DISENO DE
SISTEMASDE CONTROL

Partiremos del servomecanismo de posicién yavisto en la préctica anterior:

accion motor v(t) X(t)
<“—>
] w7 R
727277 7 7
controlador posicion x(1)
T referencia xo(t)

En la mencionada préctica, se obtuvo una representacion para el sistema mediante un diagrama de
bloques, en el que la entrada es la referencia de posicidn xq(t) y la salida es la posicién real x(t):

Xo(t) v(t) 1
] 5 +'O' R 1K [ Toe+B

— controlador —I

x(t)

A 4

'_\
tn | =

KV

Supondremos conocidos los valores de todas las constantes, a excepcidn de la constante del controlador
K c, cuyo gjuste sera nuestro objetivo:

R=1.25 (resistencia de |os devanados del motor)
=08 (momento de inercia del conjunto)
B=05 (coeficiente de rozamiento viscoso)
Kp=3 (constante de par del motor)

Ky =0.01 (constante de velocidad del motor)

Reduciendo €l diagrama de bloques con los datos disponibles para las constantes, se llega a

Xo(s) + 1 X(s)
_I s2+0. 628s -
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Sobre €l diagrama anterior, es posible comprobar e efecto que produce la variacion de Kc sobre la
situacion de los polos del sistema mediante lainstruccién rlocus de Matlab:

>> sis = tf(3,[1 0.625 0])

Transfer function:

sh"2 + 0.625 s
>> rl ocus(sis)

El resultado debe ser € siguiente:

Root Locus
0.4 T T T T

Imaginary Axis
o
T
X

-0.7 -0.6 -0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0
Real Axis

Puede apreciarse como €l LDR tiene dos ramas, lo que indica que €l sistema tiene dos polos, que son
reales para valores bajos del parametro K y complejos conjugados para val ores mas altos.

Dado que se trata de un sistema de segundo orden (2 polos), son aplicables las expresiones que indican la
sobreoscilacion (Mp), €l tiempo de subida (tp) y €l tiempo de establecimiento (ts) ante entrada escalon, en
funcion de la situacion de los polos del sistema. Tales expresiones se indican a continuacion, junto con el
grafico que muestra la relacion entre los pardmetros s (parte real polos), ?d (parte imaginaria), ? (angulo)
y ? (coeficiente de amortiguamiento):

Alm
P

M, =g
t. =P :
=

S
tp = i

W, Wq

g=acos(x)
Re
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De acuerdo con las formulas anteriores, seria posible elegir la constante K¢ del controlador de la forma
siguiente:
Determinar el comportamiento deseado en términos de Mp, ts, tp.
Traducir ese comportamiento a una situacién deseada para los polos usando las férmulas.
Determinar cud es € valor de K que sitla los polos en esa posicién mediante la instruccion
rlocfind de Matlab.

Ademas de esto, Matlab ofrece una utilidad adicional: la instruccién sgrid muestra un entramado sobre €l
lugar de las raices que permite conocer fécilmente cudles son los puntos con un mismo coeficiente de
amortiguamiento ? (puntos que forman el mismo angulo con €l ge real). Probaremos esta instruccion
tecleando:

>> sgrid

Y d resultado que se obtendra sera el siguiente:

Root Locus
0.4

0.3 L0.92

02

-0.98
0.1

0.6 0.5

Imaginary Axis
o

-0.1 A
o9s |

0.2

03092

sk T
-0.6

-0.7

0.3 0.2 0.1 0
Real Axis

En la figura puede apreciarse como las lineas radiales muestran los puntos del diagrama con €l mismo
valor para el coeficiente de amortiguamiento: 0.98, 0.92, 0.84, 0.72, 0.58, 0.44. 0.3y 0.14.

Si el rango de valores que se muestran no es suficiente, cabe la posibilidad de indicar expresamente cual
es el rango de vaores de K para los que se quiere construir €l lugar de las raices. Como gemplo, se
dibujard el lugar de las raices para vaores de K entre 0 y 0.5 a intervalos de 0.001, y posteriormente se
volverd adibujar latrama anterior:

>> rlocus(sis, [0:0.001:0.5])
>> sgrid

El resultado que debe aparecer es el siguiente:
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EJERCICIO

A partir del lugar de las raices calculado se pide:

Utilizando las formulas anteriores, determinar qué situacion de los polos del sistema corresponde a
una sobreoscilacion del 1.5%.

Buscar ese punto sobre el lugar de las raices y obtener (aproximadamente) el valor de la constante K
parael que se produce.

Comprobar el resultado anterior sobre Simulink (simular el comportamiento del sistema ante entrada
escal 6n durante tanto tiempo como sea necesario).

Repetir los tres pasos anteriores tomando como condicion un tiempo de pico de 3 segundos.

Repetir los tres pasos anteriores para localizar sobre el lugar de las raices un valor del parametro K
que permita cumplir simultaneamente las dos condiciones siguientes:

0 Tiempo de pico menor o igual a6 segundos.

0  Sobreoscilacion menor o igual que el 25%.

A incluir en € informedela practica:

Gréfico del lugar de las raices obtenido con Matlab (el nombre del alumno debe aparecer en € titul o).

Grafico de la respuesta a escal 0n para cada uno de los 3 supuestos pedidos. El titulo del gréfico debe
contener el nombre del dumnoy el valor deK.




